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Dozent Dr. A. Hoff
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Lösungsvorschläge T. Meyer

Klausur  WS 2005 / 2006  zur  Vorlesung  Mathematik I  für  Informatiker

Hinweis zur Bearbeitung

Die Matheklausur ist auf 120 Minuten Bearbeitungszeit ausgelegt; rechnerisch ergibt sich also eine Minute Bearbeitungszeit pro Punkt. Beispiel: Bei Aufgabe 1a) gibt es 5 Punkte, das entspricht einer Bearbeitungszeit von 5 Minuten.
Hilfsmittel für die Klausur
Alle Hilfsmittel, wie Bücher
, Vorlesungsmitschriften, etc. erlaubt, aber kein Taschenrechner!
1.
Gegeben sei die Funktion  
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a)
Bestimmen Sie den
Definitionsbereich der Funktion.
(5 P.)
Definitionsbereich   D = R \ {1}
b)
Geben Sie an, ob und wenn ja wie
sich die Funktion in den jeweiligen
Definitionslücken stetig ergänzen
lässt.   (7 P.)
Polynomfunktion faktorisieren, durch Abspalten von Linearfaktoren, um die gebrochene Funktion zu vereinfachen und Definitionslücken stetig ergänzen.

1)
 Zähler
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2)
 Nenner
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Weitere Abspaltung von Linearfaktoren ergibt, welche wir durch Probieren gefunden haben:
3)
 Zähler
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4)
 Nenner
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Produktdarstellung der Polynomfunktion:
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Aus der obigen Produktdarstellung erkennen wir:
· Stetig ergänzte Definitionslücken bei +1 und +2
· Nullstellen bei -1 und +3

· Polstelle bei +1 ,  ist zugleich senkrechte Asymptote
c)
Bestimmen Sie die Asymptoten der Funktion.   (5 P.)
Die Polynomfunktion besitzt zwei Asymptoten:

· Erste Asymptote ist die Polstelle bei +1

· Aus Polynomdivision von Zähler geteilt durch Nenner ergibt sich die zweite Asymptote zu 
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2.
Bestimmen Sie die erste Ableitung  
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  für die folgenden Funktionen:
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(2 P.)
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b)
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(3 P.)
Lösung nach Produktregel
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(6 P.)
Lösung nach Parameterform
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(5 P.)
Lösung nach Quotientenregel
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   mit Produktregel
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Lösung nach Kettenregel
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(6 P.)
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Lösung nach Impliziter Ableitung
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3.
Berechnen Sie die erste Ableitung der Funktion  
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  ohne Verwendung irgendwelcher Vorkenntnisse oder Ableitungsformen direkt aus dem Differenzenquotienten!
(10 P.)
Definition

Sei  
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  eine Funktion, und sei  
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  heißt differenzierbar im Punkt  
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Für jede Folge  
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b)
Alle Grenzwerte der Folgen  
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Behauptung

Die Funktion  
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Insbesondere ist die Funktion  
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Beweis

Sei  
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Da  
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Berechnen Sie die 28. (in Worten: achtundzwanzigste!) Ableitung von 
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Die 28. Ableitung von 66x27 ist Null und die 28. Ableitung von 42cos(x) ist 42cos(x). Für die Cosinus-Ableitungen siehe Tabelle und Skizze, da der Cosinus im „Kreis läuft“, befindet er sich bei bzw. zu jeder weiteren vierten Ableitung in der Startposition von der Aufgabenstellung.
	f(1)
	- sin(x)
	
	f(8)
	+ cos(x)
	
	f(15)
	+ sin(x)
	
	f(22)
	- cos(x)

	f(2)
	- cos(x)
	
	f(9)
	- sin(x)
	
	f(16)
	+ cos(x)
	
	f(23)
	+ sin(x)

	f(3)
	+ sin(x)
	
	f(10)
	- cos(x)
	
	f(17)
	- sin(x)
	
	f(24)
	+ cos(x)

	f(4)
	+ cos(x)
	
	f(11)
	+ sin(x)
	
	f(18)
	- cos(x)
	
	f(25)
	- sin(x)

	f(5)
	- sin(x)
	
	f(12)
	+ cos(x)
	
	f(19)
	+ sin(x)
	
	f(26)
	- cos(x)

	f(6)
	- cos(x)
	
	f(13)
	- sin(x)
	
	f(20)
	+ cos(x)
	
	f(27)
	+ sin(x)

	f(7)
	+ sin(x)
	
	f(14)
	- cos(x)
	
	f(21)
	- sin(x)
	
	f(28)
	+ cos(x)


	Skizze zu Aufgabe 4:

	Skizze zu Aufgabe 5a:
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5a.
Bestimmen Sie Definitions- und Wertebereich der folgenden Funktion 
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  und untersuchen Sie auf lokale Minima und Maxima.  (7 P.)
Ableitungen
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Erste Ableitung Null setzen
Einsetzen der Nullstellen von 1. in 2. Abl.
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Max (1,1)  |  Min1 (-1,-31)  |  Min2 (2,-4)
Definitionsbereich D=R
Wertebereich 
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5b.
Bestimmen Sie Definitions- und Wertebereich der folgenden Funktion 
[image: image115.wmf]3
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 und untersuchen Sie auf lokale Minima und Maxima.  (7 P.)
Vorkenntnisse
Die Umkehrfunktion von rationalen Funktionen, z.B. 
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 , und höheren Grades sind algebraisch irrationale Funktionen. Potenz- und Wurzelfunktionen sind ein-ander zugeordnete Funktionen. Die Funktionen diesen Typs sind mehrdeutig, da zu einem x-Wert zwei oder mehrere y-Werte gehören. Sie hat mehrere Zweige und existiert nur für alle  
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	Formel: Wurzelumformung
	Formel: Potenzregel
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Erste Ableitung bilden durch Potenzregel
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Zweite Ableitung bilden durch Faktorregel und Potenzregel
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Es existieren keine Nullstellen, keine echten Extremstellen und Wendepunkte. Die Funktion hat eine Polstelle bei Null, welche zugleich relatives Minimum ist. Die erste Ableitung ist größer Null, deshalb liegt ein Minimum vor. Die Funktion wird von der y-Achse gespiegelt.
Definitionsbereich D=R\{0}          Wertebereich 
[image: image125.wmf]2

³

=

R

W


	Skizze zu Aufgabe 5b:

	Skizze zu Aufgabe 5c:
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5c.
Bestimmen Sie Definitions- und Wertebereich der folgenden Funktion 
[image: image128.wmf]2
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  und untersuchen Sie auf lokale Minima und Maxima.  (7 P.)
Erste Ableitung nach Quotientenregel
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Ausklammern und Kürzen von einmal (x-2)
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Zweite Ableitung nach Quotientenregel
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Ausklammern und Kürzen von zweimal (x-2)
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Nullstellen des Zählers geben die Nullstellen der Funktion an und die Nullstellen des Nenners geben die Polstellen der Funktion an.
Doppelte Nullstelle bei (0,0)

Doppelte Polstelle bei (2,0)

Asymptote senkrecht bei  
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 u(x) geteilt durch v(x) = 
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Die erste Ableitung gibt ihre Steigung an und die zweite Ableitung stellt fest, ob ein Minimum oder Maximum vorliegt.

[image: image139.wmf]Minimum

y

y

Þ

>

Ù

=

0

'

'

0

'



[image: image140.wmf]0

0

4

;

0

'

=

Þ

=

-

=

x

x

y



[image: image141.wmf]0

8

0

)

2

0

(

0

4

'

3

=

-

=

-

×

-

=

y



[image: image142.wmf]Ù



[image: image143.wmf]0

2

1

16

8

)

2

0

(

8

0

8

'

'

4

>

=

=

-

+

×

=

y



[image: image144.wmf]Þ


Minimum
Es liegt ein Minimum vor bei Min (0,0).
Definitionsbereich D= R\{2}
Wertebereich 
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6.
Sie wollen an einem gerade verlaufenden Fluss ein rechteckiges Areal von 1 km2 einzäunen (wobei Sie für die Seite entlang des Flusses natürlich keinen Zaun brauchen …). Wie müssen Sie die Seitenlängen Ihres Areals wählen, damit Sie möglichst wenig Zaun benötigen?   (15 P.)
	Skizze:
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	Vorkenntnisse:
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(vgl. Beweis der Formel in Aufgabe 3)


Wir erstellen nun eine Funktionsgleichung für die Zaunlänge (z), die von a abhängig ist; z soll dabei ein Minimum werden!
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1. Ableitung bilden
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Ableitung Null setzen
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Prüfen auf Minimum
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Berechnen Sie  
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Lösung der Aufgabe durch partielle Integration.
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Partielle Integration
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Vereinfachung durch Zusammenfassung
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Nun addieren wir auf beiden Seiten der Gleichung 
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Daraus folgt für die Funktion
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ist eine Stammfunktion definiert durch
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8.
Beweisen Sie die Gültigkeit der Formel
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ohne Verwendung der Formelsammlung!     (6 P.)
Durch Ableiten der Stammfunktion kann man die Formel überprüfen, ob diese wahr ist, wenn  
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Ableitung von  
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Ableitung von  
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Die Formel ist wahr, da  
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Berechnen Sie die Fläche zwischen der Parabel  
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Gleichsetzen der Parabel und der Graden um die Schnittpunktkoordinaten für die Integrationsgrenzen zu bestimmen
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Gesamtfläche des Integrals berechnen
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