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1. Lösen Sie die folgenden Integrale unter Verwendung einer geeigneten Substitution: 
 
 

1a) ∫ ⋅
− dx
x

x 249  

 
 

 
Vorkenntnisse: 

 
Radius = 1 : sin2(x) + cos2(x) = 12 

 
Radius = 3 : [3 * sin(x)]2 + [3 * cos(x)]2 = 32 

[3 * cos(x)]2 = 32 – [3 * sin(x)]2 
)cos(*3 x = 22 )]sin(*3[3 x−  

 
Nur Zähler betrachten und nach Pythagoras auswerten: 
 

=− 22 )]sin(*3[3 x  )cos(*3 x  ; später durch Substitution:    3 * cos(u) 
 
 

Den Faktor unter der Wurzel 4x2 soll dem Ausdruck [3 * sin(x)]2 entsprechen: 
 
  

22 )]sin(*3[4 xx ≡  
 

• Vgl. Papula, Bd. 1, S. 430 : Tabelle 2 „Integralsubstitutionen“, Typ D: x = … 
 

( )∫ ⇒⋅− dxxaxf 22;  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⋅=−

⋅⋅=
⋅=

)cos(

)cos(
)sin(

22 uaxa

duuadx
uax

 

 
• Nach Beispiel D die Substitution für unsere Aufgabe bilden. 

 
• 4 ist ein konstanter Faktor      und      Variable „a“ bestimmen 

 

[ ] [ ]22 )sin(*3)sin(**4

2

xxa
x

=
48476

 
)(sin*3)(sin**4 2222 xxa =  

2

2

22

22
2

2
3

)(sin*2
)(sin*3
==

x
xa  

2
3

=a  

 
• Die gesuchte Variable „a“ besitzt den Wert 3/2 = 1,5. 
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Wir Substituieren )sin(*
2
3 ux =  , damit nach der Formel im Papula, S. 430, aufgelöst 

werden kann: 
 

• Differenzieren nach   )cos(*
2
3 u

du
dx

=  , da )sin(*
2
3 ux =  ist 

• Wir erstellen die Substitutionsgleichung: duudx *)cos(*
2
3

=   , 

da  dx  durch  du  ausgedrückt wird. 
 
• Substitution in Integral einsetzen 

 

∫∫ =⋅
− duu

u

u
dx

x
x *)cos(*

2
3*

)sin(*
2
3

)cos(*
1
3

49 2

 

 
• Vereinfachen des Bruches 

 

∫
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

=
)sin(*

2
3

*)cos(*
2
3*)cos(*

1
3

u

duuu
 

 

∫= 2
)cos(*3*

)sin(*3
2*

1
)cos(*3 u

u
u  = ∫ du

u
u *
)sin(
)(cos3

2

 

 
 

Durch Pythagoras ausdrücken um 2 einfache Integralen zu erhalten: 
 

sin2(u) + cos2(u) = 12 ⇒  cos2(u) = 1 – sin2(u) 
 

∫ ∫∫∫∫ −=−=
− duudu

u
du

u
udu

u
du

u
u *)sin(3*

)sin(
13*

)sin(
)(sin3*

)sin(
13*

)sin(
)(sin13

22

 
 

Hinweis vom Aufgabenblatt 12: 

Sie können folgende Formel   Cx
x

dx
x

+−=⋅∫ )cot(
)sin(

1ln
)sin(

1    verwenden. 

 
 

Rücksubstitution mit Einsetzen: 
 

)cos(*3)cot(
)sin(

1ln*3 uu
u

+−  + C 

 



Mathematik I Übungsaufgaben 12 Lösungsvorschläge von T. Meyer 
  Extra-Mathematik-Übung: 2006-01-24 und 2006-01-31 

 3

Ermittlung des Betrages von ln: 
 

)sin(*
2
3 ux =  ⇒  xu

3
2)sin( =  

 

)cos(*3 u  = [ ]22 )sin(*33 u−  = 249 x−  
 

= )(sin*33 222 u−  = [ ])(sin*113 22 u−  = )(sin13 2 u−  
 

)cos(u  = )(sin1 2 u−  = 
2

3
21 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− x  = 2

9
41 x−  

 
 

Einsetzen in ln: 
 

)tan(
1

)sin(
)cos()cot(

uu
uu ==  

 

x

x

x

x

x

x

x 2
9
4113

3
2

9
411

3
2

9
41

3
2
1

222 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=
−

−

 

x

x

x

x

2
9
41(*93

2
9
41*33 22 −−

=
−−

=
x

x
2

493 2−−  

 
 

• die Zahl 2 unter dem Bruchstrich herausziehen und gesamtes Integral bilden: 
 

Formel: )ln()ln(ln ba
b
a

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛    ; b = 2 

 

)2ln(*3493ln*3
2

493ln*3
22

−
−−

=
−−

x
x

x
x  

 
 

• Da der Term  –3ln(2)  ein konstanter Summand darstellt kann er zur Konstanten 
C hinzugefügt werden. 

 

Cx
x

x
+−+

−− 2
2

49493ln3  
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1b) ∫∫ ≡ dx
xf
xf

zz
dz *

)(
)('

)ln(*
 

 
Anmerkung um den Integrationstyp festzustellen: 

 
• vgl. Papula, Bd. 1, S. 430: Tabelle 2 „Integralsubstitutionen“, Typ C: u = … 

 

)ln(zy =  ; 
z

y 1'=  

 
• Wir substituieren u = ln(z) 

 
 

Substitutionsgleichung aufstellen: 
 

• Substitutionsgleichung 
zdz

du 1
=  ; dz = du * Z 

 
 

Wir setzen die Ergebnisse der Substitution in das Integral ein und bilden die 
Stammfunktione: 

 
Substitution Stammfunktion 

∫∫ ∫ == du
uu

du
uz
zdu *1

*
*  Cu +)ln(  

 
 

Rücksubstitution: 
 

ln |u|  +  C = ln | ln(z) |  +  C 
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1c) dxex x ** 12 3

∫ +  
 

• Substitution von   u = x3+1 
 

• Substitutionsgleichung aufstellen 23x
dx
du

=  ⇒  23x
dudx =  

 

∫ ∫ ∫== duedue
x

duex u
u

u *
3
1

3
*

3
** 2

2  

 
• Integrieren / Stammfunktion bilden: 

 

Cedue uu +=∫ *
3
1*

3
1  

 
• Rücksubstitution: 

 

Cedxex xx += ++∫ 112 33

*
3
1**  

 
 
 

1d) ∫ − dxx *)1( 3
1

 
 

• Substitution u = (1-x) ; u’ = – 1 
 

• Substitutionsgleichung 1−=
dx
du  ⇒  dududx −=

−
=

1
 

 
• Einsetzen in Integral 

 

duuduudxx *1**)1( 3
1

3
1

3
1

∫∫∫ −=−=−  
 

• Ausintegrieren / Stammfunktion bilden 
 

CuCxduu +−=+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=− ∫ 3
43

4

3
1

*
4
3

3
4

1*1  

 
• Rücksubstitution 

 

Cxduu +−−=− ∫ 3
4

3
1

)1(*
4
3*1  
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2. Lösen Sie die folgenden Integrale durch partielle Integration / Produktintegration: 
 

Integrationsformel: (vgl. Papula, Bd. 1, S. 435-436) 
 

∫∫∫ −== dxxvxuxvxudxxvxudxxf *)(*)(')(*)(*)('*)(*)(  

 
 
 
 
2a) { dxxx

vu

*)cos(*
'

∫ 321
 

 
 
 

v = sin(x) 
v’ = cos(x) 
u = x 
u’ = 1 
 
 

∫ += Cxdxx )sin(*)cos(  

Cxdxx +−=∫ )cos(*)sin(
 
 

 
Auswertung: (s. Papula, Bd. 1, S. 419) 

 
= { { Cxxxxxx

xxvomIntegralxvxuxvxu

++=−
−=

∫ 321321321
)cos()sin()()(')()(

)cos(sin*)sin(*1)sin(*  

 
Lösung: x * sin(x) + cos(x) + C 

 
 
 
 
 
 
 
2b) { { dxxx

uv

*)ln(*
'

2∫  

 
 
 

v = 
3

3x  

v’ = x2 
u = ln(x) 

u’ = 
x
1  

 

∫ += Cxdxx )sin(*)cos(  

Cxdxx +−=∫ )cos(*)sin(
 
 

 
Auswertung: 

 

∫−= dxx
x

xx *
3

*1
3

*)ln(
33

321
 

∫−= )ln(*
3

3

xx  Cxxxdxx
+−=

9
)ln(*

3
*

3

332

 

 
Lösung: 

 

Cxxx
+−

9
)ln(

3

33
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2c) dxx *)(sin 2∫  
 

Integrationsformel: (vgl. Papula, Bd. 1, S. 435-436) 
 

∫∫∫ −== dxxvxuxvxudxxvxudxxf *)(*)(')(*)(*)('*)(*)(  

 
 
 

dxxx
vu

*)sin(*)sin(
'

∫ 321321
 

 
 
 

v = - cos(x) 
v’ = + sin(x) 
u = sin(x) 
u’ = cos(x) 
 
 

∫ += Cxdxx )sin(*)cos(  

Cxdxx +−=∫ )cos(*)sin(
 
 

 
Auswertung: 

 
= dxxxxx

vuvu

*)]cos([*)cos()]cos([*)sin(
'

4342132143421321
−−− ∫  

 
= dxxxx *)(cos)cos(*)sin( 2∫ −−−  
 
= dxxxx *)(cos)cos(*)sin( 2∫+−  

 
 

Nach Bronstein-Formelsammlung Nr. 314 
 

∫ += )2sin(*
4
1

2
1*cos2 ax

a
xdxax  

 
 

= )2sin(*
4
1

2
1)cos(*)sin( xxxx ++−  

 
 

Lösung: )2sin(*
4
1

2
1)cos(*)sin( xxxx ++−  
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3. Berechnen Sie (wenn möglich …) 
 
 

3a) dxe x ⋅∫
∞−

0
2  

 
• Substitution : u = 2x ⇒  u’ = 2 
 

• Substitutionsgleichung : 2=
dx
du  ⇒  dududx ⋅==

2
1

2
 

 
• Variable Z, weil eine unbekannte Zahl gegen Unendlich geht (kein x) : 

 

−∞→Z
lim   Cedue u

Z

u +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅=⋅⋅∫ 2
1

2
10

 

 
• Rücksubstitution : 

 

−∞→Z
lim   

0
2

2
1

Z

xe ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅  

 
• Grenzen einsetzen : 

 

−∞→Z
lim   ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ⋅−⋅ ⋅⋅ Zee 202

2
1

2
1   =  ( )

43421
ZZ ee 22 1

2
1

2
1

2
1 −− −=⋅−  

Grenzwert 
 

( ) =− 01
2
1

2
1  

 
 
 

3b) 
∞→Z

lim   ∫
∞

1 x
dx  = ( ) Cx +2  

 

∞→Z
lim   [ ]Z

Z
GrenzenUnterGrenzeObere

zz 1

1

22122 −⋅=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⋅−⋅
876876

 

 
Z = 25 ; 5 * 2 – 2 = 8 
Z = 100; 10 * 2 – 2 = 18 
Z = 1.000.000 ; 1000 * 2 – 2 = {1998  

Geht gegen Unendlich, 
deshalb kein Grenzwert ! 
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4. Lösen Sie die folgenden Integrale unter Verwendung der Formelsammlung ! 
 

4a) ∫ +− 24 2 xx
dx  = 

{ { {
∫ ⋅

+⋅−⋅+
dx

xx
cba
214

1
2

 

 

• Nach Formel Nr. 40 in Bronstein berechnen, S. 89 
• Es gilt die Formel Nr. 40a, weil 0>∆  

 

Formel: cbxaxX ++= 2  ;   24 bac −=∆  
=−=−−⋅⋅=∆ 132)1(244 2 31 

 

Nr. 40a         Cbax
XX

dx
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∆
+

⋅=∫
2arctan2  

 

• Einsetzen : Cx
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+⋅⋅
⋅

31
)1(42arctan

31
2  

 
 
4b) ∫ ⋅ dxx)arccos(  4c) ∫ ⋅ dxx)]sin[ln(  
 

• Nach Bronstein Nr. 493  Nach Bronstein Nr. 485 
 

Formel: 22arccosarccos xa
a
xxdx

a
x

−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅∫  ∫ ⋅ dxx)]sin[ln(  = 

 

oder nach Papula, Formelsammlung, Cxxx
+−⋅ )lncosln(sin

2
 

S. 403, Nr. 303 
 

∫ ⋅ dxx)arccos(   =  21)arccos( xxx −−⋅  
 

 

4d) ∫
+ 34xx

dx  | a2 = 3 ;   a = 3  

 
• Nach Bronstein Nr. 270 

 

C
x

axa
naaxx

dx
n

n

n
+

++
⋅=

+
∫

2

2
ln2  

 
• Einsetzen in obige Formel 

 

=+
++

⋅−=
+

∫ C
x
x

xx
dx

4

4

4

33ln
34

2
3

C
x

x
+

++
⋅− 2

4 33ln
32

1  
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5) Berechnen Sie die Fläche, die durch die Parabeln   2
1 6 xxy −=    und   xxy 22

2 −=    
begrenzt wird. 

 
 

Nullstellen: 
 

xxy 62
1 +−=  ⇒  60 21 =∧= xx  xxy 22

2 −=  ⇒  20 21 =∧= xx  
 
 

Gleichsetzen der beiden Parabeln y1 
und y2: 

 
xxxx 26 22 −=−  | + 2x 

2226 xxxx =−+  
228 xxx =−  | + 2x  

228 xx =  | : 2x 
x=4  

 

 
bzw. 
 
M  
 
8x = 2x2 
4x = x2 

40 21 =∧= xx  
 

 
Fläche 1 ausrechnen, von 0 bis 2 mit Parabel y2: 

 
Die Fläche liegt unterhalb der x-Achse, deshalb müssen wir nachher mit dem Betrag der 
Fläche rechnen, wenn wir die Gesamtfläche ausrechnen möchten. 

 

=−=−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=−= ∫ 3

12
3
84*

2
22*

3
1

2
2

3
1*2 3

2

0

2
3

2

0

2
1

xxdxxxA
3
4

−  

 
Fläche 2 ausrechnen, von 0 bis 4 mit Parabel y1: 

 

=+−=+−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−=+−= ∫ 3

144
3

644*34*
3
1

2
6

3
1*6 23

4

0

2
3

4

0

2
2

xxdxxxA
3

80
+  

 
Fläche 3 ausrechnen, von 2 bis 4 mit Parabel y2 integrieren: 

 
Wir müssen nachher diese Fläche von der Fläche 2 abziehen. 

 

=+=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −=−= ∫ 3

4
3

16
3

12
3
8

3
48

3
64

3
1*2

4

2

23
4

2

2
3

4847648476 eUntergrenzObergrenze

xxdxxxA
3
20

+  

 
Gesamtfläche des Integrals berechnen: 

 
} } }

=+−=

132

3
4

3
20

3
80

FlächeFlächeFläche

A
3

64
+  
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